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EIN MATHEMATISCHES MODELL DES FESTKORPER-
KONDENSATORS MIT POROSER ANODE

E. Lanckau, H-D. Langer

Der Festk®rperkondensator mit por8ser Anode hat als Elektrolyt-
kondensator eine auBlerordentliche technische Verbreitung gefun-
den. Zur konstruktiven und technologischen Optimierung des Bau-
elements mit dem Ziel einer anwendungsbezogenen Beeinflussung
der Funktionsparameter werden mathematische Modelle ben8tigt, die
eine weitgehende Simulation des praktischen Befundes gewdhr-
leisten. Im folgenden wird ein solches Modell entwickelst.

Die Impedanz ist eine komplexe GrtfBe Z, flir die das Ohmsche
Gesetz gilt:

Z =U0/J L1l
J ist die komplexe Stromst#rke und U die komplexe Spannung. Fir
die Seriensohaltgng von Kapazit#t Cg und Widerstand Rg be-—
stehen die Zusammenhénge

Cs = 1/(w Im 2), (2
RS = Re Z 3)
und tandg = w Cq R = Re 2/ Im Z, )

worin ¢2 die Kreisfrequenz und tan d} den Serienverlustfaktor
bedeuten.

LYB8t man induktive K6mponenten unberiioksichtigt, so werden bel
gegebenen J und U mit Hilfe des Gleichungssystems (1) bis (4)

die wesentlichen seriellen Funktionsparameter eines Kondensator-
bauelements besohrieben. Die lokalisierte Betrachtungsweise der
Parameter von elektronisohen Bauelementen, die sioh im Grenzfall
niedriger Frequenz eines anliegenden elektrischen elektrischen
Wechselfeldes bewdhrt hat, versagt, wenn sioh das Parameter-
system durch stetig verteilte Ortsfunktionen auszeiohnet. Dieser
Fall liegt beim PFestktrperkondensator mit Sinteranode vor. Grund-

sH#tzlioh trennt beim Kondensatorelement die "FlHohe" des Dielektri-

kums zweil leitende Halbriume eindeutig voneinander, dooh ist
hier anders als z. B. beim ebenen bzw. gewickelten Plattenkon-
densator eine kompliziertere geometrische Situation insofern ge-
geben, als die DielektrikumsflHdche mehrfach in rHumlicher Ver—
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netzung und Strukturierung zusammenhdngt. Die rdumliohe Anord-
nung kapazitiver und resitiver Komponentenvdes verteilten Systems
ist infolge technologischer EinfluBfaktoren im Realfall als in-
homogen anzunehmen. Im folgenden wird der Einfachheit halber von
einem idealisierten, homogenen System ausgegangen, dessen Kompo-
nenten bekannt sein sollen, d.h., bei gegebener Kapazit#tsdichte
0 leistet das Volumenelement 4 V einen verteilten Kapazitédts-
beitrag A4 C mit

C ==0-47V, (5)

Fe

und die verteilte resistive Komponente R berechnet sich fiir eine
beliebige Riohtung n, (%,1 = x,2z) des kartesischen Koordinaten-
systems gemif
=e.8k[/ T .
R, =§ /ukdl g (6)

§ 1st der vorgegebene spezifische elektrische Widerstand, ak
ist das L#dngenelement der Richtung n x e+ Das Produkt im Nenner
von (6) ist gleich dem Quersohnitt des Volumenelementes senk-—
recht dazu.

Die Kapazitdtsdichte und die resistiven Komponenten sollen ent-—
sprechend Bild 41 innerhalb der Elementarzelle des verteilten
Systems den Raumrichtungen zugeordnet sein, wobei infolge der
Parallelschaltung der Kapazititselemente die zulBssige Zusammen-
fassung zum verteilten Kapazit#tsbeitrag C angedeutet wird. Das
Bild veranschaulioht die Stromstlrke- und Spannungsverhiltnisse
an den Eokpunkten der Elementarzelle., Duroh Anwendung des Ohm-~
schen Gesetzes und der Kirchhoffsohen Knotenregel erh#lt man
dann das folgende Gleichungssystem:

Ji(x+4x,y+Ay,z+dz)-Ji(x,y+Ay,z+Az) =
J&(x,y+dy,z+Az) - Jy(x,y,z+bz)
+ J,(x,y+ly,2+0z) - J, (x,y+4y,z2)
+ Jc(x,y+dy,z+Az), €]

U(x+4x,y+4yy 2+42) ~ U(x,y+dy,2+4z) ==

-~ Rxdi(x+Ax,y+Ay,z+Az), (8)
U(x,y+4y,2+42) -~ U(x,¥,z+4z) = RyJ&(x,y+dy,z+Az), 9)
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U(x,y+4y,2+4z) - U(x,y+4y,2) = Rsz(xyy"'Ay’ Z*Az)’ ‘(10)

U(x, y+4y, 2+42) = RoJ(x,y+Ay,z+Az), (11)

U(x,y,2+A2)
p/ay Jy(x,y,z+Az)

(0(x,y+Ay, z+42)

U(x+4x, y+4y, z+Az)
T (x+4%, y+Ay, 2+42) Iy (x,y+8y, z+42)
I (x,y+Ay, z+A2)
Io(x, y+AY, 2+AzZ)

4C

U(x, y+4y, z)
3, (x,y+4y, 2)

Bild 1: Zum Modell der Kondensatorstruktur

(Zuordnung der Strompfade zur Elementarzelle der
verteilten Parameterg

Den Blindwert des verteilten Kapagzit#tselementes erh#dlt man durch
R =1/(1a A Q). (12)
In Analogie zu (6) werden die Komponenten des Stromdichtevektors
?definiert:
4y =3/ T a4 1. (13)
l+k
Nach Einfiinrung des Volumenelements V =Ax -4y -Az werden (5)
und (12) in (11) eingesetzt und man erh#lt
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Jc(x,y-my,z+£\z) = 104 x4yAz U(x,y+ y,z+ 2). (18)
Man kann nun zeigen, daB nach Einsetzen von (14) im (7) sowie
von (6) in (8) bis (10) unter Bertiocksiohtigung von (13) und
nach Durohfithrung des Grenziiberganges A x, 4y, 4 z —» 0 folgen-
de Gleichungen erhalten werden:
9‘,; /’ax- QJ.Y/QYFQJ%/QZ: LG?CU (15)
QU/aX - fjx )
Uy = Py
U/ 9z = pj2 -
Die zweiten partiellen Ableitungen aus den Gleichungen (46) wer-
den in (15) eingefuhrt, und man erh¥lt die lineare partielle
Differentialgleichung

PU[Ox* + Q*U[y* +9%U 32 = icop U (17)

(16)

die in Zylinderkoordinaten lautet:

aZU/QrZ 4+ JUIvIr+ v"ZQZU/@??'vL DAU[I2°=iwpcl. (18)

Zur weiteren Behandlung rﬁhrt man dimensionslose Zylinderkoor-
dinaten ein und bezeichnet sie wieder mit Ty 2Z, ? - Dann erfiillt
der zylindrische Kondensator mit einem durchgehend eingelagerten
axialen Draht vom Radius r, das Raumgebiet (stets ist
05?:2qr)

K={(r,2)lr,5r§1,-1§zé1} ; .
mit dem Rand @K = D + M + B, Der Rand D ist der Rand des Drah-
tes, D = {'(r,z) | =1,y -1 &5 & 13 s M o= { (ry2) [ =1,
-1528&7 ist der Mantel des Kondensators, und
Ba { (ry2) [ro 8 r 814, 22+ 1} besteht aus seiner Deokfl4-
che und seinem Boden. (Mit r, = 0 behandeln wir Kondensatoren
ohne Draht, die Randkomponente D entf#l1% dann.)

Bezogen auf das praktische Problem hat man zus#tzlioh zu (17)
oder (418) fur das Potential U eine ortsabhdngige Randbedingung
zu beachten., Der Einfachheit halber wird

U =U, auf ¥ und B (19)

festgelegt, das Potential wird auf dem Rand konstant vorgegeben.
Die zu 18sende Randwertaufgabe lautet also: Es ist die (komplexe)
Funktion U = U(r,z) zu bestimmen, die den Gleichungen (18) und
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(19) und
U=0aut D

genligt.

Man findet (und bestitigt duroch Einsetzen):
Esg i3t U = UM"’ UB mit

4,(r)
Yy in2) = (41, ZZ 7 a0 >

wo
A"(r)= Jo(o(nr‘) Jo(otnr‘o) fur
N, (ot 1) No (ot 7, )

Jo(dnr) {ir =0,
dabel ist o2 =-0pw - (Zn-D*%*; I, N, sind die Bessel-
sche und die Neumannsche Funktion der Ordnung k;
U 5 ity \'Me,,r‘))J (e, oshg
Ugtr,2)= o,”:we) CANATS ) coshp, O
wo &, , n=1,2,.,., die Nullstellen von J (r) sind,/«,,ce ~Lpw.
Man zeigt leiocht Ug= 0 auf M und D, Uy = U, auf M, Zum Nach=-
wels der Eigenschaften Ug = 0 auf M und D, Ug = Uy auf B beach-
te man, daB fiir eine weite Klasse von Funktionen f(x) die Reihen-
entwiocklung -
foo =2 ijo(ka)
mit k= 4
-2
c <27 (&) [1 e ) ftt)tdt
k 1 K o 0 Tk

% >0,

gilt (und ft T,(8) at =t I, ().

Aus U erh#1t man nach (16) durch partielle Differentiation den
Stromdichtevektor, durch nachfolgende Integration den Strom durch
~den Kondensatorrand und hieraus nach (1) die Eingangsimpedanz
und schlieBlioh naoh (2) und (3) den Serienwiderstand und die
Serienkapazit#t, Fir diese GrdBen kann man explizit die Abh&én-
gigkeit von der Frequenzw studieren,Flir grofie und fir kleine
Werte der Frequenz sind dabei asymptotische Ausdriicke fiir die
Zylinderfunktionen niitzlich.

Ebenso behandelt man das dreidimensionale (fiir technologische
Untersuchungen niitzliohe) Randwertproblem im Gebdiet

K = {(1‘,29?) ’roéré 14 _1é:z_‘__ 17'<P-“’:T}
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(gesohlitzter Kondensator). (Der Sohlitz sorgt dafir, daB das

in diesen eingebrachte Kontaktiermaterial einen Teil des Serien-—
widerstandes des inneren Katodenbereiches kompensiert. Damit
sinkt der effektive Serienwiderstand des Bauelementes,)

Bemerkenswert ist hierbei, daB man zur Erfillung der Randbedin-
gung auf dem "Sohlitz"

Sa{(r,z,(() lr°§r§1,-1éz§1,l&r—uf=‘7f'
Zylinderfunktionen rein imagin#rer Ordnung heranziehen muB.

Die vorausgehenden Betrachtungen zeigen, daB der besochrittene
Weg, die Kondensatorstruktur im Modell der verteilten Parameter
in mehrdimensionaler Betrachtungsweise zu behandeln, zu grund—
slitzlioh mathematisch beherrschbaren Ausdriicken ftihrt, Numeri-—
sohe N¥herungsrechnungen zeigen eine gute qualitative Uberein-
stimmung mit dem experimentellen Befund. Eine detaillierte Ana-—
lyse beweist, daB die mehrdimensionale Berechnungsmethode bessere
Mgliohkeiten ertffnet als die bisher in der Literatur zitierten
AnsHtze, um eine qualitative Ubereinstimmung zwisohen Theorie
und Experiment zu erreichen. In diesem Sinne sind Fortschritte

zu erwarten, wenn man die Randbedingungen den realen Verhidlt—
nissen besser anpaBt. Das entwiockelte mathematische Konzept bie-
tet gute Voraussetzungen fiir entsprechende allgemeine und nume-—
rische L3sungen.
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